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Problem Nr. 2.: Coupled compasses

Place a compass on a table. Place a similar cormgass$o the first one and shake it gently to
make the needle start oscillating. The original pass' needle will start oscillating. Observe
and explain the behaviour of these coupled osoitat

1. Physikalische Grundlagen
Eine Kompassnadel, die sich nur um eine vertikales& drehen kann, richtet sich entlang
der Horizontalkomponente des Erdmagnetfelég;;: aus (magnetischer Meridian). Ihr

Nordpol zeigt dabei definitionsgemass nach Nordeigt die Nadel in eine andere Richtung,
Ubt das Erdmagnetfeld ein Drehmoment auf die Nadg] das durch

M B~ [IDipoI X BE,h
gegeben ist. Dabei igty,,, das magnetische Dipolmoment der Nadel. Das Dretenoist

der Winkelauslenkung aus der Gleichgewichtslage entgegengesetzt unubgional zu
sing . Eine Nadel allein fuhrt daher im Magnetfeld dedé=eine (fir kleine Drehwinkel
naherungsweise harmonische) Schwingung aus.

Fur zwei benachbarte Magnetnadeln kommt nun nceMéikung des Magnetfeldes der
jeweils anderen Nadel hinzu. Dieses ist aber keiags homogen. Daher wird fur die
Wechselwirkung der Nadeln untereinander folgendegxing eingefiihrt: Die Nadeln werden
als Dipole mit punktférmigen Kraftzentren (Polen)der Nahe der Nadelspitzen angesehen.
Fur kleine Ausschlage der Nadeln wird nur die Wethiskung der jeweils nachsten Pole
bertcksichtigt. Diese Sichtweise wird durch denlagrder Magnetfeldlinien zwischen den
benachbarten Spitzen der beiden Nadeln gerechtféstiehe Abb. 1). Die Feldlinien
verlaufen dort ahnlich zu den Feldlinien zweier gnatischer Monopole*“. Die ungefahre
Lage dieser Pole ist im Foto mit roten Kreisen rieatkDie Wechselwirkung mit den jeweils
weiter entfernt liegenden Polen kann vernachlassggten.
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Abb. 2

Abb. 2 zeigt die geometrische Situation. Es gilt:
. a—-l,cosp, -1, cosyﬁzj

Fr=a+l,,—l,, = _ _
pe Rl (—Ipsmqﬁz—lpsmqﬁl

Wie schon Ch. A. Coulomb feststellte, gilt unten dgnannten Umstanden fir die Kraft
zwischen den beiden Polen mit Abstareln zu elektrischen Ladungen analoges Gesetz
(siehe auch [Ber 71, S.98)):

- 1 p°r

F=—> PT
M Amuy rtr

Dabei istp die Polstarke (gelegentlich auch als ,magnetidading” bezeichnet). Diese
Kraft fuhrt bei beiden Nadeln € 1,2) zu einem zusatzlichen Drehmoment

MMJ = IAP’i xF, ;» wobei I;yi der Vektor von der Drehachse der jeweiligen Nadeh Pol ist
und F,, , =-F, , gilt.

Das Gesamtdrehmoment fur eine Nadel ist die Sumenbelden Drehmomente:

M =M, +M, .

Das Drehmoment bestimmt die zeitliche Ableitung BeshimpulsesL. geméssM = L.
Ausserdem giltC = J@&=J¢ (J = Tragheitsmoment).

In allen Fallen kann mit Betragen gerechnet werdargie Drehachse fest ist. Es gilt dann fur
identische Nadeln, deren Drehachsen auf dem gleictagnetischen Meridian stehen:
lor, p?

: , lr.p® . ,
M; =1, cosg, F, =, sipF, - Be hHbipol Sing, :W cog, _m sig — Be hHbipo sif)
0 0

Der Abstand der Polg ist oben als Funktion der Grdske den beiden Drehwinkelg@, und

dem Abstand der Drehachsen der beiden Nadeln angegeben. Died@mgsgleichungen
der beiden Nadeln sind dadurch in komplizierter 8§ ejekoppelt.

2. Messungen und Beobachtungen

Zwei Nadeln gleicher Abmessungen (Lange von Spite8pitze 100 mm, Gesamtmasse
2.0 g) werden mit einem Permanentmagneten mageretiSie zeigen bei kleinen
Ausschlagen (< 30°) im Erdmagnetfeld jeweils alle@iezu identische Schwingungsdauern
von (2.52+ 0.05) s. Ihr Tragheitsmoment wird aus den meclehris Abmessungen und

Massen der Bestandteile zu et&é®10" kgInibestimmt (siehe Anhang 2).

Die Bewegungen der Nadeln wurden fir verschiedarfamgswinkel und verschiedene
Abstande der Drehachsen mit Video aufgenommerlldn &allen waren die maximalen
Drehwinkel unter 30°. Spezielle Bedingungen fihrensymmetrischen* Schwingungen
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(Anfangswinkelg, , = —-¢,, ) bzw. zu ,antisymmetrischen® Schwingungen (Anfsimnkel
¢, =¢,,). Diese Schwingungen sind nicht harmonisch, darbeiden Spezialfallen war zu
beobachten, dass die Schwingungsdauer mit abnelemantplitude deutlich abnahm.

In einem asymmetrischen Fall (Startwinkgl, =0° und ¢, , =30°, sowie Abstand

a=110 mm) wurden die Funktioneg (t) aus Videoaufnahmen mit 30 Bildern/s bestimmt.
Dabei wurden die Winkel in jedem der Einzelbildgefie Abb. 3) abgelesen. In Abb. 4 ist
das Ergebnis dargestellt (Es tsp, dargestellt. Dadurch entspricht ein grosser Unteesl
der Kurven auch einem grossen Abstand der Nade¢spjt
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Abb. 3

Couppled Compasses Messungen a = 11 cm (Grentz)
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3. Numerische Losung der Differentialgleichungen

Die Funktioneng, (t) sollen numerisch bestimmt werden. Dazu wird das&irdprogramm

Stella eingesetzt. Die beiden Nadeln stehen imakiukt auf dem gleichen magnetischen
Meridian. Die Reibung wird heuristisch durch eimezDrehimpuls proportionales, negatives
Drehmoment bertcksichtigt.

Fir die Horizontalkomponente des Erdmagnetfelded der Wert21(10° Tangenommen.
Das magnetische Dipolmoment der Nadeln wird ausneiainfachen Modell fiir eine Nadel
durch Anpassung an den gemessene Schwingungsde& Xm/T bestimmt. Das Modell
der gekoppelten Nadeln (dargestellt im Anhang)draisiuf den oben dargelegten
physikalischen Zusammenhéangen. Es werden die Ragiader Polradiud, und die
Reibungszahl so angepasst, dass gemessene undnatecDaten moglichst gut
zusammenpassen (siehe Abb. 5). Alle Parameter kdinmé&nhang aus der Liste der
Gleichungen in SI-Einheiten abgelesen werden.

Die weitgehende Ubereinstimmung zwischen MessugRethnung fiir die ersten 4
Sekunden der Bewegung ist offensichtlich. Das Mdadchreibt die Beobachtungen in
diesem Fall recht gut.
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Quellen
[Ber 71] Bergmann Schaefer, Lehrbuch der Experialphysik, Band Il Elektrizitat

und Magnetismus, Verlag Walter de Gruyter, Be®inAufl., 1971
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Anhang 1: Das Stella-Modell
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Equations:
Drehimpuls_1(t) = Drehimpuls_1(t - dt) + (Drehmortigrt dt
INIT Drehimpuls_1 =0

INFLOWS:

Drehmomentl = Polradius_lp*COS(Drehwinkel _1)*Fy-
Polradius_Ip*SIN(Drehwinkel_1)*Fx-BEH*Magnetischddoment*SIN(Drehwinkel_1)-
Reibung*Drehimpuls_1

Drehimpuls_2(t) = Drehimpuls_2(t - dt) + (Drehmorme?) * dt

INIT Drehimpuls_2=0

INFLOWS:

Drehmoment_2 = Polradius_Ip*COS(Drehwinkel_2)*Fy-
Polradius_Ip*SIN(Drehwinkel_2)*Fx-BEH*Magnetischddoment*SIN(Drehwinkel_2)-
Reibung*Drehimpuls_2

Drehwinkel_1(t) = Drehwinkel _1(t - dt) + (Winkelggsvindigkeit_1) * dt

INIT Drehwinkel_1 =0

INFLOWS:

Winkelgeschwindigkeit_1 = Drehimpuls_1/Traegheitsnent 2
Drehwinkel_2(t) = Drehwinkel_2(t - dt) + (Winkelggsvindigkeit_2) * dt
INIT Drehwinkel_2 = 30/180*Pi

INFLOWS:

Winkelgeschwindigkeit_2 = Drehimpuls_2/Traegheitsnent_1
Abstand_rx = Polkoordinate2_x-Polkoordinatel x

Abstand_ry = Polkoordinate2_y-Polkoordinatel y
Abstandsbetrag = SQRT(Abstand_rx"2+Abstand_ry"2)

BEH = 21E-6

Fx = 1/((4*PD)"2*1E-7)*Polstaerke”2/AbstandsbetratAbstand_rx
Fy = 1/((4*P1)"2*1E-7)*Polstaerke”2/AbstandsbetratAbstand_ry
Magnetisches_Moment = 0.2

Nadelabstand_a =0.11

Polkoordinatel x = 0.05*COS(Drehwinkel 1)

Polkoordinatel_y = 0.05*SIN(Drehwinkel_1)

Polkoordinate2_x = Nadelabstand_a-Polradius_Ip*@D&f{winkel_2)
Polkoordinate2_y = -Polradius_Ilp*SIN(Drehwinkel_2)
Polradius_Ip = 0.045

Polstaerke = 1.0E-6

Reibung =0.14

Traegheitsmoment_1 = 6E-7

Traegheitsmoment_2 = 6E-7
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Anhang 2: Berechnung des Tragheitsmoments der Kompa ssnadel

Tragheitsmoment beziglich des
Schwerpunktes: ib
Die Flache wird in Streifen der

Langel und der infinitesimalen ‘
Breitedx zerlegt. Der Abstand des a

Streifens zu Drehachse sei
Mit m = Masse der Nadel

ist die Masse des Streifens: > |
dm=2"|dx X
ab

Sein Tragheitsmoment ist mit dem bekannten Ausdfiiickas Tragheitsmoment eines
dinnen Stabes und dem Satz von Steiner:

ds == 23+ 2Meax (1)
12 ab ab

Dabei gilt nach Strahlensatz folgende Beziehdr;gba_—zx. Damit wird (1) zu
a

dJ = bz(a—ij dx+- 2187 X gy
6a a a a

Die Integration liefert das Tragheitsmoment der Ntade

al2 2 al2
J:ZI szlmk: J'(a 2x)’ dx+@j(ax2—2x3)dx
0 3 a 0 a 0
2 4
L M W VI S ——lm(a +b?)
3a* 8 a’9% 24 24 24

Die Nadel setzt sich aus einem Eisenblech mit demédsungea = 0.100 m undb =

0.0080 m und einer zylinderférmigen Halterung awesdng und Saphir (?) zusammen.
Letztere hat einen Durchmesser von 0.005 m und iwiriiblgenden vernachlassigt.

Das Eisenblech mit einer Dicke von 0.50 mm hat auseder Dichte berechnete Masse von
1.6 g (die gesamte Nadel wiegt 2.0 g). Damit ergjith fir das Tragheitsmoment der Wert

J =6.6[10" kglni. Dieser wurde im Modell noch geringfiigig angepasst
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